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𝑋 𝑥 𝑃(𝑋 = 𝑥)

𝑃(𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦)

𝑃(𝑌 = 𝑦) = Σ𝑥 𝑃(𝑥, 𝑦)

𝑃 𝑋 = 𝑥 𝑌 = 𝑦 =
𝑃 𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦

𝑃 𝑌 = 𝑦

𝑃 𝑌 = 𝑦 𝑋 = 𝑥 =
𝑃 𝑋 = 𝑥 𝑌 = 𝑦 𝑃 𝑌 = 𝑦

𝑃 𝑋 = 𝑥

𝑋＼𝑌 0 1

0 40 10

1 20 30

𝑃 𝑋 = 0, 𝑌 = 0 = 40/100

𝑃 𝑌 = 0 = 40/100 + 20/100

𝑃 𝑋 = 0 𝑌 = 0 =
40/100

30/50
= 2/3

𝑃 𝑌 = 0 𝑋 = 0 =
2/3 ⋅ 3/5

1/2
= 1/5



𝑃 𝑤| 𝜙𝑚 𝑃(𝑚|𝑑)

𝑑 𝑚
𝜙𝑚

𝑃 𝑋𝑡|𝑋𝑡−1

𝑡

𝑋



𝑃 𝑒𝑖𝑗|𝑛𝑖, 𝑛𝑗
𝑖 𝑗 𝑒𝑖𝑗
𝑖 𝑗 𝑛𝑖 , 𝑛𝑗

𝑃 𝑇𝑖|𝜃, 𝑏𝑖
𝑖 𝑇𝑖

𝜃
𝑏𝑖

𝑛𝑖

𝑛𝑗

𝑒𝑖𝑗



色

大きさ

どちらがリンゴかミカンか教えなくとも
二つの集団があることがわかる

色

大きさ

与えられた教師データからそれら
を分離する境界を計算





𝑃(𝑋 = 𝑥|𝐶 = 𝑐)

𝑃(𝐶 = 𝑐|𝑋 = 𝑥)

𝑐

𝑥



𝑃(𝑋 = 𝑥|𝐶 = 𝑐)

𝑃(𝐶 = 𝑐|𝑋 = 𝑥)

clf = GaussianNB()

clf.fit(X, Y)

newY=clf.predict(X)

初期化の結果



𝑃(𝑋 = 𝑥|𝐶 = 𝑐)

𝑃(𝐶 = 𝑐|𝑋 = 𝑥)

Y=newY

clf.fit(X, Y)

newY=clf.predict(X)

1回目の結果



𝑃(𝑋 = 𝑥|𝐶 = 𝑐)

𝑃(𝐶 = 𝑐|𝑋 = 𝑥)

2回目の結果

Y=newY

clf.fit(X, Y)

newY=clf.predict(X)



𝑃(𝑋 = 𝑥|𝐶 = 𝑐)

𝑃(𝐶 = 𝑐|𝑋 = 𝑥)

3回目の結果

Y=newY

clf.fit(X, Y)

newY=clf.predict(X)



𝑐 = 1

色

大きさ

𝑐 = 2
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𝑝 𝑥, 𝑧 = …
• 𝑝(𝑧|𝑥) 𝑝(𝑥|𝑧)
•

•

𝑝 𝑧|𝑥 = …
• 𝑝 𝑧|𝑥 𝑝 𝑥|𝑧

•

𝑥
𝑧



𝑃 あなただけに = 1 スパム = 1
𝑃 今だけ = 1 スパム = 1

𝑃 【重要】 = 1 スパム = 1

…….

𝑃 あなただけに = 1 スパム = 0
𝑃 今だけ = 1 スパム = 0

𝑃 【重要】 = 1 スパム = 0

…….

𝑃 スパム = 1𝑃 スパム = 0

𝑐

𝑥
𝑃 𝑥 𝑐 𝑃 𝑐 = 𝑃 𝑥, 𝑐



𝑝 𝑥 𝑐 𝑃 𝑐

𝑁 𝑥|𝜇𝑐 , 𝜎𝑐
2

𝑃 𝑐 = 0 = 𝜋0
𝑃 𝑐 = 1 = 𝜋1

𝜇0

𝜇1



from sklearn.mixture import GaussianMixture
model = GaussianMixture(n_components=2)



𝑝 𝑥 𝑐 𝑃 𝑐

𝑁 𝑥|𝜇𝑐 , 𝜎𝑐
2

𝑃 𝑐 = 0 = 𝜋0
𝑃 𝑐 = 1 = 𝜋1



：𝑝 𝑿; 𝝁, 𝝈2, 𝝅 = σ𝑍 𝑝 𝑿, 𝒁; 𝝁, 𝝈2, 𝝅

𝑝 log 𝑝log 𝑝 𝑿; 𝝁, 𝝈2 ≥ 𝑄 𝑄

𝒁

𝜇𝑐 ← argmax𝜇𝑐 𝑄

𝜎𝑐
2 ← argmax𝜎𝑐2 𝑄

𝜋𝑐 ← argmax𝜋𝑐 𝑄

𝑄 = 𝐸𝒁|𝑿 log 𝑝(𝑿, 𝒁; 𝝁, 𝝈2, 𝝅)

𝜋c 𝑐

𝑝 𝑥 𝑐 𝑃 𝑐

𝑁 𝑥|𝜇𝑐 , 𝜎𝑐
2

𝑃 𝑐 = 0 = 𝜋0
𝑃 𝑐 = 1 = 𝜋1

𝑧𝑖𝑐:データ𝑖が𝑐に属するかどうか

𝐸𝑍|𝑋 𝑌 = ∫ 𝑝 𝑍 𝑋 𝑌𝑑𝑍





𝑄

𝑝(𝑿, 𝒁; 𝝁, 𝝈2) =ෑ

𝑖

ෑ

𝑐

𝜋𝑐
𝑧𝑖𝑐𝑝 𝑥𝑖 𝑐; 𝜇𝑐 , 𝜎𝑐

2 𝑧𝑖𝑐

𝛾𝑖𝑐 = 𝐸𝑧|𝑥𝑖 𝑧𝑖𝑐 =
𝜋𝑐𝑁 𝑥𝑖|𝜇𝑐,𝜎𝑐

2

σ𝑐′ 𝜋𝑐′𝑁 𝑥𝑖|𝜇𝑐′,𝜎𝑐′
2

𝜋
𝑃 𝑐 = 0 = 𝜋0
𝑃 𝑐 = 1 = 𝜋1

𝜋 = 𝜋0, 𝜋1
= σ𝑐σ𝑖 𝛾𝑖𝑐 log 𝑝 𝑥𝑖 𝑐; 𝜇𝑐 , 𝜎𝑐

2 𝜋𝑐
= σ𝑐σ𝑖 𝛾𝑖𝑐 log 𝑝 𝑥𝑖 𝑐; 𝜇𝑐 , 𝜎𝑐

2 + 𝛾𝑖𝑐 log 𝜋𝑐

𝑧𝑖𝑐: 𝑖 𝑐

𝑄 = 𝐸𝒁|𝑿 log 𝑝(𝑿, 𝒁; 𝝁, 𝝈2)

𝜇𝑐 ←
σ𝑖 𝛾𝑖𝑐𝑥𝑖
𝑁𝑐

𝜎𝑐
2 ←

σ𝑖 𝛾𝑖𝑐 𝑥𝑖 − 𝜇𝑐 𝑥𝑖 − 𝜇𝑐
𝑇

𝑁𝑐
𝜋𝑐 ←

𝑁𝐶
σ𝑐′𝑁𝑐′

𝑁𝑐 =෍

𝑖

𝛾𝑖𝑐

log 𝑝 𝑿; 𝝁, 𝝈2 ≥ 𝑄 𝑄 = 𝐸𝒁|𝑿 log 𝑝(𝑿, 𝒁; 𝝁, 𝝈2)

p 𝑿; μ, σ2 = σZ p(𝑿, 𝒁; μ, σ
2)

𝜇𝑐 ← argmax𝜇𝑐 𝑄

𝜎𝑐
2 ← argmax𝜎𝑐2 𝑄

𝜋𝑐 ← argmax𝜋𝑐 𝑄



•

•

•

•

•



𝒁 𝑧𝑖𝑐 𝑖 𝑐

𝜋c 𝑐

𝑄 = 𝐸𝒁|𝑿 log 𝑝(𝑿, 𝒁; 𝝁, 𝝈2)

𝜇𝑐 ← argmax𝜇𝑐 log 𝑝(𝑿, 𝒁; 𝝁, 𝝈
2)

𝜎𝑐
2 ← argmax𝜎𝑐2 log 𝑝(𝑿, 𝒁; 𝝁, 𝝈

2)

𝜋𝑐 ← argmax𝜋𝑐 log 𝑝(𝑿, 𝒁; 𝝁, 𝝈
2)

𝒁 ← argmax𝒁 log 𝑝(𝑿, 𝒁; 𝝁, 𝝈
2)

𝑝(𝑿, 𝒁; 𝝁, 𝝈2)

𝜇𝑐 ← argmax𝜇𝑐 𝑄

𝜎𝑐
2 ← argmax𝜎𝑐2 𝑄

𝜋𝑐 ← argmax𝜋𝑐 𝑄

=෍

𝒁

𝑝 𝑿, 𝒁; 𝝁, 𝝈2
𝑝 𝑿; 𝝁, 𝝈2



𝒁 ← argmax𝒁 log 𝑝(𝑿, 𝒁; 𝝁, 𝝈
2)

𝑝 𝑿, 𝒁; 𝝁, σ2

= ς𝑖ς𝑐 𝜋𝑐
𝑧𝑖𝑐𝑝 𝑥𝑖 𝑐; 𝜇𝑐 , 𝜎𝑐

2 𝑧𝑖𝑐

𝑧𝑖⋅ ← argmax𝑧𝑖⋅ log 𝑝 𝑥𝑖 𝑐; 𝜇𝑐 , 𝜎𝑐
2 𝑧𝑖𝑐

log 𝑝 𝑥𝑖 𝑐; 𝜇𝑐 , 𝜎𝑐
2 ∝ − 𝑥𝑖 − 𝜇𝑐

2 𝑐
𝑧𝑖𝑐 = 1 𝑐 𝑧𝑖𝑐 = 0

𝑥𝑖 𝜇𝑐

𝜎𝑐
2 = 1

𝜋𝑐 = 1/|クラスタ数|

𝜇𝑐 ← argmax𝜇𝑐 log 𝑝(𝑿, 𝒁; 𝝁, 𝝈
2)

𝜇𝑐 ← argmax𝜇𝑐෍

𝑖

𝑧𝑖𝑐 log 𝑝 𝑥𝑖 𝑐; 𝜇𝑐 , 𝜎𝑐
2

𝜇𝑐 ← argmin𝜇𝑐 ෍

𝑥𝑖∈C

𝑥𝑖 − 𝜇𝑐
2

C

𝜇𝑐

𝑧𝑖𝑐 = 1, 𝑐 ← argmin𝑐 𝑥𝑖 − 𝜇𝑐
2

𝑧𝑖𝑐: 𝑖 𝑐
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•

•

•
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•

•

•



•

•

•



•

•

•

•



−2 log 𝐿 + 2𝑘

−2 log 𝐿 + 𝑘 log 𝑛

•

•

•

𝐿
𝑘

𝑛



𝑡 ~ 𝑦 + 𝜖

𝜖

𝑥, 𝑡 の

𝑦 = −0.2𝑥3 + 0.4𝑥2 − 0.1𝑥 + 0.1



𝑦 = exp 𝑥/2 − exp −𝑥/2

•

•

𝑥, 𝑡 の

𝑡 ~ 𝑦 + 𝜖

𝜖





•

•







•

•

•

𝑝(𝑌|𝑋)

𝑋
𝑌





𝑝 𝑦𝑛𝑒𝑤 𝒚, 𝑿, 𝑥𝑛𝑒𝑤
y = 𝑤0 + 𝑤1𝑥 + 𝑤2𝑥

2 +⋯+𝑤𝑚𝑥
𝑚 = 𝒘𝑇𝝓 𝑥

𝑝 𝑦 𝒘, 𝑥 = 𝑁 𝑦 | 𝒘𝑇𝝓 𝑥 , 𝛽−𝟏

𝑝 𝒘 = 𝑁(𝒘|0, 𝛼−𝟏𝐈 )

𝑝 𝒘 𝒚, 𝑿 ∝ 𝑝 𝒚|𝒘, 𝑿 𝑝 𝒘

𝒘

= න
−∞

∞

𝑝 𝑦𝑛𝑒𝑤 𝒘, 𝒕, 𝑿, 𝑥𝑛𝑒𝑤 𝑝 𝒘 𝒚, 𝑿, 𝑥𝑛𝑒𝑤 𝑑𝒘

𝑝 𝑦𝑛𝑒𝑤 𝒚, 𝑿, 𝑥𝑛𝑒𝑤

𝑿:
𝒚:

𝝓 𝑥 =

1
𝑥
𝑥2

:
𝑥𝑚

𝒘 =

𝑤0

𝑤1
𝑤2

:
𝑤𝑚

𝑝 𝑦𝑛𝑒𝑤 𝒘, 𝑥𝑛𝑒𝑤

= 𝑁 𝑦𝑛𝑒𝑤 |𝒘𝑇𝝓 𝑥𝑛𝑒𝑤 , 𝜎2

𝑦𝑛𝑒𝑤 𝒘, 𝑥𝑛𝑒𝑤 𝒘 𝑥𝑛𝑒𝑤

𝑝 𝒘 𝒚, 𝑿

=
𝑝 𝒚|𝒘, 𝑿 𝑝 𝒘

𝑝(𝒚|𝑿)



𝒘

𝑝 𝑦 𝑿,𝒘

= ς𝑛=1
𝑁 𝑁(𝑦𝑛 ∣ 𝒘

𝑇𝝓 𝑥𝑛 , 𝛽−1)

∝ ς𝑛=1
𝑁 exp(−

𝑦𝑛−𝒘
𝑇𝝓 𝑥𝑛

2

2𝛽−1
)

= exp(−
σ𝑛=1
𝑁 𝑦𝑛−𝒘

𝑇𝝓 𝑥𝑛
2

2𝛽−1
)

= exp(−
𝒚−𝚽𝒘 𝑇(𝒚−𝚽𝒘)

2𝛽−1
)

𝑝 𝒘 𝒚, 𝑿 ∝ 𝑝 𝒚| 𝑿,𝒘 𝑝 𝒘

𝑝 𝒘

= 𝑁 𝒘 0, 𝛼−𝟏𝐈

∝ exp(−
𝒘𝑇𝒘

2𝛼−𝟏
)

𝑝 𝒘 𝒚, 𝑿 ∝ exp(−
𝒚−𝚽𝒘 𝑇(𝒚−𝚽𝒘)

2𝜎2
) exp(−

𝒘𝑇𝒘

2𝛼−𝟏
)

𝒎𝑁=𝛽𝑺𝑁𝚽
𝑻𝒚

𝑺𝑁 = 𝛼𝐈+𝛽𝚽𝑻𝚽

=N 𝒘 𝒎𝑁, 𝑺𝑁



𝑝 𝑦𝑛𝑒𝑤 𝒚, 𝑿, 𝑥𝑛𝑒𝑤

∫ 𝑝 𝑦𝑛𝑒𝑤 𝒘, 𝒚, 𝑿, 𝑥𝑛𝑒𝑤 𝑝 𝒘 𝒚, 𝑿, 𝑥𝑛𝑒𝑤 𝑑𝒘

N 𝒘 𝒎𝑁, 𝑺𝑁

=N 𝒘 𝒎𝑛𝑒𝑤, 𝜎𝑛𝑒𝑤
2

𝑁 𝑦 |𝒘𝑇𝝓 𝑥𝑛𝑒𝑤 , 𝜎2

𝒎𝑛𝑒𝑤 = 𝝓 𝑥𝑛𝑒𝑤 𝒎𝑁

𝜎𝑛𝑒𝑤
2 = 𝜎𝟐 +𝝓 𝑥𝑛𝑒𝑤

𝑇𝑺𝑁𝝓 𝑥𝑛𝑒𝑤 ,

= ∫ 𝑑𝒘

𝒕, 𝑿

𝒎𝑁=𝛽𝑺𝑁𝚽
𝑻𝒚

𝑺𝑁 = 𝛼𝐈+𝛽𝚽𝑻𝚽





log 𝑝 𝑦 𝑋 =
𝑀

2
log 𝛼 +

𝑁

2
log𝛽 − 𝐸 𝒎𝑁 −

1

2
log 𝑺𝑁 −

𝑁

2
log 2𝜋

lo
g
𝑝
𝑡
𝑋

𝐸 𝒎𝑁 =
𝛽

2
𝒚 −𝚽𝒎𝑁

2 +
𝛼

2
𝒎𝑁

𝑻𝒎N





•

•

•

𝑝 𝒁 𝑿

𝑝 𝒁 𝑿 =
𝑝 𝑿 |𝒁 𝑝 𝒁

𝑝(𝑿) 𝑝 𝒁 𝑿 ∝ 𝑝 𝑿 |𝒁 𝑝 𝒁

𝑝 𝑿 = න
𝒁

𝑝(𝑿, 𝒁) 𝑑𝒁

𝒁

𝑿
𝒁

𝒁 𝑧𝑖𝑐 𝑖 𝑐



•

•

•



from sklearn.mixture import BayesianGaussianMixture

model = BayesianGaussianMixture(n_components=2)





𝑞 𝒁

•

•

•

𝑝 𝒁 𝑿 𝑞 𝒁

𝑞 𝒁 = argmin𝑞 𝒁 𝐾𝐿 𝑞 𝒁 || 𝑝(𝒁|𝑿)

• 𝑞 𝑝
• 𝑞 = 𝑝 𝑞 ≠ 𝑝

𝐾𝐿 𝑞 𝒁 || 𝑝(𝒁|𝑿)

= ∫𝑍 𝑞 𝒁 log
𝑞 𝒁

𝑝 𝒁 𝑿
𝑑𝑍

分布間距離が大きい 分布間距離が小さい
𝒙 𝒙

𝑝(𝒙) 𝑞 𝒙
𝑝(𝒙) 𝑞 𝒙



𝐾𝐿 𝑞 𝒁 || 𝑝(𝒁|𝑿)

= 𝐸𝑞 𝒁 log 𝑞 𝒁 − 𝐸𝑞 𝒁 log 𝑝(𝒁|𝑿)

= 𝐸𝑞 𝒁 log 𝑞 𝒁 − 𝐸𝑞 𝒁 log 𝑝 𝒁, 𝑿 + log 𝑝(𝑿)

𝑞 𝒁 = argmin𝑞 𝒁 𝐾𝐿 𝑞 𝒁 || 𝑝(𝒁|𝑿)

𝐾𝐿 𝑞 𝒁 || 𝑝(𝒁|𝑿) = −𝐸𝐿𝐵𝑂 + log 𝑝(𝑿)

𝐸𝐿𝐵𝑂 ≡ 𝐸𝑞 𝒁 log𝑝 𝒁, 𝑿 − 𝐸𝑞 𝒁 log 𝑞 𝒁

𝐸𝐿𝐵𝑂

𝐸𝑞 𝒁 𝑌 = න
𝒁

𝑌𝑞 𝒁 𝑑𝒁

𝐸𝐿𝐵𝑂
𝐸𝐿𝐵𝑂 = log 𝑝 𝑿 + 𝐾𝐿 𝑞 𝒁 || 𝑝(𝒁|𝑿)



𝐸𝐿𝐵𝑂 ≡ 𝐸𝑞 𝒁 log𝑝 𝒁, 𝑿 − 𝐸𝑞 𝒁 log 𝑞 𝒁

𝐸𝐿𝐵𝑂 = 𝐸𝑞 𝑧𝑗
𝐸𝑞 𝒛−𝑗

log 𝑝 𝒁, 𝑿 − 𝐸𝑞 𝑧𝑗
log 𝑞 𝑧𝑗 + 𝐜𝐨𝐧𝐬𝐭

= 𝐸𝑞 𝑧𝑗
𝐸𝑞 𝒛−𝑗

log 𝑝 𝒁, 𝑿 − log 𝑞 𝑧𝑗 + 𝐜𝐨𝐧𝐬𝐭

= −𝐾𝐿 exp𝐸𝑞 𝒛−𝑗
log 𝑝 𝒁, 𝑿 ||𝑞 𝑧𝑗 + 𝐜𝐨𝐧𝐬𝐭

𝑞∗ 𝑧𝑗 ∝ exp𝐸𝑞 𝒛−𝑗
log 𝑝 𝒁, 𝑿

𝑧𝑗 𝑞

𝑞 𝒛−𝑗 𝒛𝑗

𝑞 𝑧𝑗 と𝑞 𝒛−𝑗 に分離できる分布を𝑞に選ぶ必要がある



model = BayesianGaussianMixture(n_components=2)
print(model.lower_bound_)
model = BayesianGaussianMixture(n_components=3)
print(model.lower_bound_)
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